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8. APLICACIONES PROYECTIVAS. SISTEMAS DE REFERENCIA

Aplicaciones proyectivas.

Al igual que hemos hecho en otros casos (espacios afines, espacios afines euclideos), quere-
mos estudiar ahora las aplicaciones que respeten la estructura que estamos estudiando en
este momento, los espacios proyectivos. Como dos espacios proyectivos P(V') y P(V’) se
construyen a partir de espacios vectoriales V' y V'’ mediante la relacién de equivalencia ~
dada en la definicién 7.5, podriamos construir las aplicaciones de P(V') a P(V’) partiendo
de aplicaciones adecuadas de V' a V’. Necesitariamos por una parte que estas aplicaciones
dieran lugar a aplicaciones bien definidas en P(V). En segundo lugar querriamos que
nuestras aplicaciones de P(V') a P(V') conservaran “propiedades proyectivas”, por ejemplo,
que convirtieran subespacios proyectivos de P(V') en subespacios proyectivos de P(V”) o
que transformaran puntos alineados de P(V') en puntos alineados en P(V’). Lo més natural
es mirar a las aplicaciones lineales de V' a V', que parece que nos permiten dar aplicaciones
bien definidas entre P(V') y P(V’):

Observacion 8.1. Sea ¢ : V' — V'’ una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales
V y V'. Dado p € P(V), sean vy, vy vectores no nulos de V' tales que p = [v1] = [vq]. Si
—

6(11) # 01 (0 1o que es lo mismo, si ¢(va) # Oy (zpor qué?)), [B(v)] = [6(v2)] € P(V").

Demostracion. Sabemos que [v1] = [vs] equivale a que v; ~ vy, y esto quiere decir que

existe A € k* tal que vy = Avy. Como ¢(v1) y ¢(v2) son distintos de 0_‘;, tiene sentido hablar
tanto de [¢(vq)] como de [¢(v2)], que son puntos de P(V’). Como ¢ es una aplicacién lineal

¢(v2) = Ag(v1), por lo que ¢(vy) ~ ¢(v2), es decir, [¢(v1)] = [p(v2)] € P(V'). O
La observacién 8.1 sugiere definir, a partir de una aplicacién lineal ¢ : V. — V', una
aplicaciéon entre P(V) y P(V’), de la siguiente forma:

P(V) — PV

] = o) -

Implicito en la observacion 8.1 estd que no podemos esperar que ¢ induzca una aplicacion
entre P(V') y P(V"), bien definida en todos los puntos de P(V'), puesto que bien pueden
existir vectores no nulos v € V', que dan por tanto lugar a puntos [v] de P(V), tales que
¢»(v) = 0 (esto pasa si kerg, es decir, si ¢ no es inyectiva), con lo cual [¢(v)] no tendria
sentido. Podriamos entonces elegir estudiar solo aquellas aplicaciones entre P(V') y P(V”)
inducidas por aplicaciones lineales inyectivas. Sin embargo, no serd esto lo que hagamos,
ya que en ese caso dejarfamos de estudiar aplicaciones, que aunque no estén definidas en
todo P(V), son interesantes desde un punto de vista geométrico. Lo que haremos serd

aceptar que ¢ no induce en general una aplicacién bien definida en todo P (V') pero si en
P(V) \ P(ker¢):

Definicién 8.2. (aplicacion proyectiva) Sean V'y V' dos espacios vectoriales sobre k, sean
P(V) y P(V') sus proyectivizados, sea ¢ una aplicacién lineal no nula de V' a V' y sea
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Observacion 8.3. En la definicién anterior, como ¢ no es nula, el centro de una aplicacion
proyectiva es un subespacio proyectivo propio de P(V).

Tal como queriamos, una aplicacién proyectiva transforma subespacios proyectivos en
subespacios proyectivos y puntos alineados en puntos alineados:

Proposicion 8.4. Sean V' y V' dos espacios vectoriales, sea ¢ una aplicacion lineal no
nula entre V. y V' y sea f la aplicacion proyectiva entre P(V) y P(V') inducida por ¢.

(1) La imagen de f es P(im¢), que es un subespacio proyectivo de P(V’).

(2) St W es un subespacio vectorial de V, f(P(W)) =P (a¢(W)).

(3) La aplicacion f transforma puntos alineados no contenidos en el centro de f en
puntos alineados.

(4) La imagen inversa de un subespacio proyectivo de P(V') por f es A \ P(ker¢),
donde A = P(¢7'W’), que es un subespacio proyectivo de P(V) (que contiene al
centro de f, P(kero)).

Demostracion. Ejercicio. O

Proposicién 8.5. Sean P(V), P(V') y P(V") tres espacios proyectivos, sea f una apli-
cacion proyectiva entre P(V) y P(V') y sea g una aplicacion proyectiva entre P(V') y
P(V") tal que la imagen de f no estd contenida en el centro de g, que llamaremos A’.
Asimismo, llamaremos A al centro de f. Entonces go f es una aplicacion proyectiva entre
P(V) yP(V") y su centro es f~H(N)UA. Ademds, si f viene inducida por una aplicacidn
lineal ¢ -V — V' y g viene inducida por una aplicacion lineal i - V' — V" go f viene
inducida por 1 o ¢@.

Demostracion. Ejercicio. 0

Corolario 8.6. Sea f una aplicacion proyectiva entre P(V) y P(V') de centro A, y sea
L = P(W) un subespacio proyectivo de P(V') no contenido en A. La restriccion de f a L

f|L L --» P(V/)
es una aplicacion proyectiva de centro AN L.
Demostracion. La inclusion
i:L—P(V)

es una aplicacién proyectiva inducida por la inclusién de W en V. La restriccién f|; es
igual a la composiciéon f oi. Como la imagen de 2 es L y L no esta contenido en A, el
resultado se sigue de la proposicién 8.5. Observa ademas que si f estd inducida por una
aplicacién lineal ¢, f|., estd inducida por @y . 0
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52 FRANCISCO JAVIER GALLEGO RODRIGO

Demostracion. Si existe A € k* tal que ¢; = A¢ es claro que ¢; y ¢o inducen la misma
aplicacion proyectiva. En efecto, ker¢; = kergs, por lo que las aplicaciones proyectivas
inducidas por ¢; y ¢ tendrian el mismo centro A = P(ker¢;) = P(ker¢,). Por otra parte,
dado [v] € P(V) N A, [¢2(v)] = [Ag1(v)] = [d1(v)].

Supongamos ahora que ¢; y ¢o inducen la misma aplicacién proyectiva f. Entonces el
conjunto donde esté definida f es por una parte P(V) N\ P(ker¢;) y por otra parte P(V') \
P(kergs), por lo que P(kerg;) = P(kergy) y ker¢y = kergs. Consideramos una base
{v1,...,u} de ker¢y = kergy que completamos hasta una base {vy,..., v, v141,...0,} de

V. Tenemos entonces que ¢o(vy) = 0?// = ¢1(v1),...,Pa(v)) = O?// = ¢1(v;) y, como
para todo i = [+ 1,...,n se tiene [¢1(v;)] = [¢2(v;)], existen A\jyq,..., A, € k* tales que
d2(vir1) = Np1d1(Vig1), - -5 P2(v) = Ap@1(vy). Sea ahora w = viyq + -+ + v,. Como
(01 (w)] = [pa(w)], existe X € k* tal que ¢o(w) = A1 (w), por lo que

AQ1(Vig1) + -+ AB1 (V) = AP1 (Vg1 + - o) =
Ap1(w) = go(w) = Po(Vig1 + -+ +Vp) = Np1P1(Vig1) + -+ + Apdr(vp).

Como v;41,...,v, son los vectores que hemos anadido a la base del ntcleo de ¢, para
obtener una base de V', ¢1(vj41), ..., ¢1(v,) son vectores linealmente independientes de V'
y se tiene que A = \; para todo i =1+ 1,...,n. Sea ahora v un vector cualquiera de V.
En ese caso existen a,...,qa, € k tales que v = ayv; + - - - + a,, v, por lo que

$2(v) = a1ga(v1) + -+ + arda(vy) + p1d2(Vigr) + -+ pda(vn) = arp Ag (Vi) + - -
+a, A1 (vn) = Mardr(v1) + -+ - + a1 (v) + a1 (Vig1) + -+ - + andr(vn)) = Apr(v),

es decir, ¢ = A\¢. O

Si recuerdas la estructura de k-espacio vectorial del conjunto de aplicaciones lineales
Homy (V, V') entre V' y V' puedes reinterpretar la proposiciéon 8.7 de forma més con-
ceptual:

Corolario 8.8. El conjunto de aplicaciones proyectivas de P(V') a P(V") tiene estructura
de espacio proyectivo, ya que se le puede identificar con P(Homy(V,V’)).

Acabamos esta subseccion dando un ejemplo muy importante de aplicaciones proyectivas,
las proyecciones. Estas aplicaciones justificarian por si solas nuestra decisién de estudiar
aplicaciones proyectivas a las que hemos permitido no estar definidas en todo el espacio
proyectivo.

Definicién 8.9. (proyeccion). Sean Ly = P(W;) y Ly = P(W,) dos subespacios proyec-
tivos no vacios de un espacio proyectivo P(V') sobre k con las siguientes propiedades:

(1) LinLy=10
(2) dimL,+ dimLy; = dimP (V) — 1.
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(2) Sean L; y Lo subespacios proyectivos que cumplen (1) y (2) de la definicién 8.9 y
sea p € P(V)~ L;. Demuestra que la interseccién < L1, p > N Ly es no vacia y que
consiste en un solo punto p’ (indicacién: usa la férmula de Grassmann proyectiva).

Demuestra que m(p) = p'.

Observacion 8.11. La definicién 8.9 de 7 es muy algebraica. El ejercicio 8.10, (2) nos da
una definicién mucho més geométrica de .

Ejemplo 8.12. En P% consideramos L; = {(0: 0: 0 : 1)} y Ly el plano proyectivo de
ecuacion implicita g+ x1 + z2 + x5 = 0. La proyeccién 7 desde L; (o, simplemente, desde
el punto (0:0:0:1)) sobre Ly es la aplicacién proyectiva
P3R -3 P?ﬁ
(ro:xy:wg:x3) +— (To:xy:To: —Tp— T — X3)

Proyectividades.

Las aplicaciones proyectivas definidas en todo el espacio proyectivo, es decir, las que tienen
centro vacio, vienen con una propiedad anadida:

Proposicién 8.13. Sea f : P(V) --» P(V’) una aplicacion proyectiva. Entonces f estd
definida en todo P(V') (es decir, tiene centro vacio) si y solo si f es inyectiva.

Demostracion. Sea ¢ una aplicacién lineal no nula de V en V' y sea f la aplicacién
proyectiva inducida por ¢. Entonces f tiene centro vacio si y solo si ker¢p = 0 y esto es
equivalente a que ¢ sea inyectiva.

Veamos ahora que f es inyectiva si y solo si ¢ es inyectiva. Sean [v1] y [vs] dos puntos
de P(V). Entonces f([v1]) = f([v2]) si y solo si [¢p(v1)] = [p(v2)], es decir, si y solo si
o(ve) = Ap(vq1) para algin A € k*; o lo que es lo mismo, si y solo si ¢(ve) = ¢(Avy). Por
tanto, si ¢ es inyectiva, vy = Avy, con lo que [v1] = [vs] ¥ [ es inyectiva.

Supongamos ahora que ¢ no es inyectiva. Sea w un vector no nulo del nicleo de ¢, sea
v un vector de V' \ ker¢ (tal vector v existe porque ¢ no es nula) y sea vy = vy + w.
Entonces [v1] # [v2] pues en caso contrario existiria A € k* tal que vy +w = Av; o, lo que
es lo mismo w = (A — 1)vy, pero como vy no estd en el nicleo de ¢ y w si, A = 1. En ese
caso v; +w = vy por lo que w = 0, contradiciendo nuestra eleccién de w. Por otra parte,

como ¢(w) =0, f([v1]) = [P(v1)] = [P(v2)] = f([v2]), por lo que f no es inyectiva. O

Ya hemos visto que una aplicacién proyectiva es inyectiva si y solo si esta definida en todo
el espacio de partida. Si ademas de ser inyectiva es biyectiva, diremos que tal aplicacion
proyectiva es una proyectividad o una homografia. Las siguientes dos proposiciones carac-
terizan a las proyectividades entre las aplicaciones proyectivas y nos dicen que sus inversas
también son proyectividades. Dejamos las demostraciones como ejercicio.

Proposicion 8.14. Sea ¢ : V. — V' wuna aplicacion lineal entre dos espacios vectoria-
les y sea f : P(V) --» P(V') la aplicacion proyectiva inducida por ¢. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
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Definicién 8.16. Decimos que dos espacios proyectivos son isomorfos si existe una proyec-
tividad entre ellos.

Observacion 8.17. Es claro (se deduce del resultado andlogo para espacios vectoriales
y de la proposicién 8.14) que dos espacios proyectivos son isomorfos si y solo si tienen la
misma dimension.

Vemos a continuacién algunos ejemplos de de proyectividades:

Ejemplo 8.18. La aplicacion proyectiva
f: P?l’;L -—» P?ﬁ
(o a1 :mg:x3) — (To+o+x3:2) —T3: 20+ X2 To+ 1)

es una proyectividad. Para verlo, basta tomar una aplicacién lineal ¢ de R* a R* tal que
f sea la aplicacién proyectiva inducida por ¢, por ejemplo,
o R — R
(w0, 21, w2, 23)  + (2o + 21 + T3, 71 — T3, 0 + T2, T + T1),

y comprobar que ¢ es un isomorfimo.

Ejemplo 8.19. En un espacio proyectivo P (V') consideramos un punto p y dos hiperplanos
proyectivos Hy y Hy que no contienen a p. Sea 7 la proyeccién desde p sobre Hy. Entonces
la restriccién de m a H;

™ | Hy : H 1 — H 2
es una proyectividad entre Hy y Hs. En efecto, el corolario 8.6 implica que 7|y, es una
aplicacién proyectiva que tiene centro vacio, ya que p ¢ H;. Entonces la proposicién 8.14
(c) implica que 7|y, es una proyectividad.

Puntos fijos de una aplicacién proyectiva.

Investigamos ahora los puntos fijos de una aplicaciéon proyectiva de un espacio proyectivo
en si mismo. Es claro que las proyecciones tienen puntos fijos (los puntos del subespacio
proyectivo sobre el que se proyecta). En general, dada una aplicacién proyectiva f, inducida
por una aplicacién lineal asociada ¢, de un espacio proyectivo P(V') en si mismo, ;cémo
encontramos sus puntos fijos? Ingenuamente pensarfamos que [v] es un punto fijo de f
si y solo si v es un vector fijo de ¢. Sin embargo, como un punto [v] de P(V) no esté
representado por un unico vector no nulo v € V sino que cualquier vector no nulo v’
multiplo de v cumple [v'] = [v], se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 8.20. Sea f : P(V) --» P(V) una aplicacion proyectiva inducida por una
aplicacion lineal ¢ -V — V.
(1) Un punto [v] de P(V) es un punto fijo de f si y solo siv es un vector propio de ¢
de valor propio no nulo.
(2) Un punto [v] de P(V') pertenece al centro de f siy solo si v es un vector propio de
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Ejemplo 8.21. Sea V' un espacio vectorial de dimensién 3 sobre un cuerpo k y sean A
y A dos escalares distintos no nulos de k. Sean ¢; y ¢, aplicaciones lineales de V en V
cuyas matrices canonicas de Jordan son respectivamente

A0 0 A0 0
0x 1| v (o x o0
00 A 00 X

Sean f; y fo las aplicaciones proyectivas de P(V) en P(V) (en este caso P(V) es un
plano proyectivo sobre k) inducidas respectivamente por ¢; y ¢o. Entonces f; y fo son
proyectividades. El conjunto de puntos fijos de f; es una recta proyectiva. El conjunto de
puntos fijos de fy es una recta proyectiva y un punto fuera de esa recta.

Ejercicio 8.22. Halla todas las configuraciones posibles para el conjunto de puntos fijos
de una proyectividad f de P a P cuando k = R y cuando k = C (indicacién: considera
todas las matrices canénicas de Jordan que puede tener un automorfismo de k?).

Sistemas de referencias proyectivos y coordenadas homogéneas.

Al hablar de puntos de P} y al hacer calculos (intersecciones, subespacios proyectivos gene-
rados) con subespacios proyectivos de P} usamos, sin mencionarlo de forma muy explicita,
coordenadas (homogéneas, es decir, determinadas de forma tnica salvo producto por un es-
calar no nulo). Esas coordenadas aparecian “inducidas” por las coordenadas (canénicas) de
k™*!. Nos interesa ahora ver esas coordenadas homogéneas de P} de una forma no ad—hoc
sino mucho mas conceptual e “intrinsecamente proyectiva”. Esto nos permitira dos cosas.
Por una parte nos permitird usar coordenadas no solo en P} sino en un espacio proyectivo
arbitrario P(V'). Asi, al igual que hemos hecho para espacios vectoriales y espacios afines,
donde el ser capaces de dar coordenadas nos permite dar isomorfismos concretos de un
espacio vectorial o afin arbitrario al espacio vectorial o al espacio afin estandar, veremos
que el dar coordenadas en un espacio proyectivo arbitrario nos permite dar proyectividades
concretas entre dicho espacio proyectivo y el espacio proyectivo estandar. Por otra parte
podremos considerar varios sistemas de coordenadas en P} mismo, elegiendo el que més
convenga para resolver un problema concreto. Dado un espacio proyectivo P(V') de di-
mensién n, queremos definir algin tipo de sistema de referencia que nos permita asignar
n + 1 coordenadas a cada punto de P(V)). Como las coordenadas ad-hoc con las que
hemos trabajado en P} vienen de las coordenadas de k™! respecto de la base canénica,
parece légico fijar una base B de V para dar coordenadas (homogéneas) en P(V). Es
claro que estas coordenadas homogéneas estaran determinadas salvo multiplicaciéon por un
escalar no nulo. Por otra parte, querriamos describir el sistema de referencia que vamos a
usar en términos puramente proyectivos. La primera tentacién es, si B = {vg, v1,...,0,},
considerar el conjunto {[vg], [v1],...,[va]}. El problema es que si nos dan un conjunto
{[vo], [v1], - ., [vn]} no somos capaces de recuperar la base B, es decir, existen muchas
bases B' = {v}, vy, ..., v} tales que {[vy], [vi], ..., [V,]} = {[wo], [v1], ..., [va]}. Silos vec-
tores de B’ se obtuvieran a partir de los de B multiplicando por la misma constante no
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del conjunto {pg, p1,p2}? Podriamos tomar un representante de p en k*, por ejemplo, el
vector v = (1,1, 1) e, ingenuamente, escribir las coordenadas de v en una base formada por
representantes de pg, p1 y p2, por ejemplo, la base canénica B = {(1,0,0), (0, 1,0), (0,0,1)}.
En ese caso, las coordenadas de v son (1,1,1) y las coordenadas de p serfan (1 : 1 : 1).
Pero de igual forma, podriamos haber elegido otra base distinta pero también formada
por representantes de pg,p1 ¥ pe, por ejemplo, la base B’ = {(1,0,0), (0,2,0),(0,0,3)}.
En este caso, las coordenadas de v respecto de B’ son (1,1/2,1/3) y las coordenadas de p
serfan (1:1/2:1/3) o, si se quiere, (3 :2:1). En cualquier caso, no somos capaces de
asignar a p unas coordenadas tnicas.

Entonces, en un espacio proyectivo P(V) de dimensién n, si tenemos una base B =
{vo,v1,...,v,} de V y el conjunto de puntos proyectivamente independientes al que B
da lugar, necesitamos algin dato mas para poder recuperar B a partir de dichos puntos,
aunque no recuperemos B del todo de forma tinica sino de forma tnica salvo producto por
un escalar A\ # 0. Dada una base B = {vg, v1,...,v,} de V, lo que haremos serd considerar
no n + 1 puntos, sino n + 2 puntos, que serdn py = [vo], p1 = [v1],. .., Pn = [Vn], Pri1 =
[vo + vy + - - - +v,]. Puedes comprobar como ejercicio (consulta el ejercicio 8.26) que estos
puntos pg,p1,- -+ ,Pne1 tienen la propiedad de que cualquier subconjunto formado n + 1
puntos de entre ellos es un conjunto de puntos proyectivamente independientes (o lo que
es lo mismo, no estdn contenidos en un hiperplano de P(V'); jves por qué?). Esta es la
propiedad que usaremos en la siguiente proposicion:

Proposiciéon 8.24. Consideramos n+2 puntos po, ..., Ppi1 de un espacio proyectivo P(V)
de dimension n, tales que no haya ningin hiperplano de P(V) que contenga a n + 1 de
ellos. Entonces existe una base {vo,...v,} de V tal que

(8.24.1) Po=[vol,-- s Pn = [Un] ¥ Prr1 = [vo + ... +v,].

Ademds, cualquier otra conjunto de n+ 1 vectores de V' que verifique (8.24.1) es una base
de V de la forma { vy, ..., \v,}, para algin X € k*.

Demostracion. Sean wo, ..., w,r1 € V tales que pg = [wol,...,Pns1 = [Wpy1]. Como
Do, - - -, Pn 1O estan en ningdn hiperplano de P(V), wy, ..., w, no estan en ningtin hiper-
plano de V, es decir, son vectores linealmente independientes, por lo que, al ser n + 1,
forman una base de V. Tendremos entonces una relacién w, 1 = Aowy + -+ + Aywy,

donde ademds Ag,...,\, son todos no nulos (si fuera A\; = 0, entonces los vectores
Wy -« Wi1, Wit1, - - ., Wpaq Serian linealmente dependientes, con lo que estarian contenidos
en un hiperplano, luego los puntos pg, ..., Pi—1,Pit1,---,Pns1 estarian en un hiperplano,
en contra de nuestra hipdtesis). Basta tomar entonces vy = A\gwy, - - ., Uy = ApWy,.
Supongamos ahora que tenemos vy, ..., v, € V tales que po = [v}],...,pn = [V] ¥ Pns1 =
[vg + - -+ + v, ]. Entonces extistiran po, .. ., tn11 no nulos tales que

/
Yo = Moo
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Definicién 8.25. (referencia proyectiva) Sea P(V') un espacio proyectivo de dimension 7.

(1) Decimos que n + 2 puntos de P(V') estan en posicion general si no existe ningin
hiperplano de P(V') que contenga a n + 1 de ellos.

(2) Decimos que un conjunto Z = {po,p1,---,Pn;Pnr1} €S un sistema de referencia
proyectivo o, simplemente, una referencia proyectiva de P(V') si po, p1, - -, Pns Prt1
estan en posicion general. A p,.; lo llamamos punto unidad de Z.

(3) Dada una referencia proyectiva Z = {po, p1,---,Pn;Pnt1} de P(V) decimos que

B = {wvg,v1,...,v,} es una base asociada a X si py = [vo],p1 = [v1],- -, Pn = [Un)
Y Pn+1 = [UO+ +Un+vn+1}'

(4) Dado un punto p = [v] de P(V'), decimos que (zo : x1 : -+ : x,) son las coor-
denadas homogéneas de p con respecto a una referencia proyectiva R de P(V') si
(zg,x1,...,x,) son las coordenadas de v respecto a una base B asociada a Z.

Ejercicio 8.26. Sea B = {vy,...,v,} una base de un espacio vectorial V' de dimensién
n+1. Demuestra que los puntos pg = [vo), ..., Pn = [Un], Pny1 = [vo+- - -+v,] de P(V) estén
en posicion general. Concluye que #Z = {py,...,pn; Pns1} €s una referencia proyectiva de

P(V) y que B es una base asociada a Z.

Observacién 8.27. Sea P(V') un espacio proyectivo de dimension n, sea Z una referencia
proyectiva de P(V') y sea p un punto de P(V).

(1) Sean v,v" € V tales que p = [v] = [v/] y sea B una base asociada a #Z. Entonces
las coordenadas (xo,...,z,) de v y las coordenadas (z,...,x,) de v respecto de
B cumplen (zj,...,z}) = a(zo,...,z,), para algin a € k*. Por tanto (x¢ : --- :
v) = (2 - )

(2) Sean B y B’ dos bases asociadas de #Z y sea p = [v]. Si (zo,...,2,) son las
coordenadas de v respecto de By (vo,--.,¥s) son las coordenadas de v respecto
de B’, entonces existe § € k* tal que (yo,...,yn) = B(xo,...,x,). Por tanto,
(o:-xn)=(Yo: " Yn)

Asi pues, dada una referencia cartesiana Z de P(V') y un punto p de P(V'), las coordenadas
homogéneas de p respecto #Z que aparecen en el apartado (d) de la definicién 8.25 estan
bien definidas.

Damos a continuacion algunos ejemplos de referencias proyectivas:

Ejemplo 8.28. (referencia proyectiva candnica) La referencia proyectiva canénica de P}

es#={1:0:---:0,0:1:0:---:0),...,0:---:0:1);(1:1:---:1)}. La
base candnica de k™" es una base asociada a .. Las coordenadas homogéneas del punto
(xg:xy i+ xy,) de PP respecto de Z son (xg: xy -+ 2y).

Ejemplo 8.29. El conjunto Z = {(1:0),(1:1);(1: —1)} es una referencia de Py, y la
base {(2,0), (—1,—1)} de k* es una base asociada a Z.

Observaciéon 8.30. (1) Si cambiamos el punto unidad de una referencia &, la base

acnriada Ao la npaowa roforoncia na oo on oonoral nronarecional o 1o haon acneiada
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{(1,1,---,1),(=1,0,---,0),...,(0,--- ,0,—1,0)} y las coordenadas homogéneas
del punto (xg : 21 :---: x,) respecto de Z son (x, : —xo+ Tp i =+ 1 —Tp_1 + Tp).

Ejemplo 8.31. Sea [ la recta proyectiva de P% de ecuacién implicita xg — xy + x5 = 0
y sea W el subespacio vectorial de R? de ecuacién implicita xog — z; + z2 = 0 (por tanto,
| =P(W)). Enesecaso Z = {(1 : 1:0),(1 :0:—1);(0:1:1)} es una referencia
proyectiva de . La base B = {(1,1,0),(—1,0,1)} de W es una base asociada a Z y un
punto cualquiera (a — b : a : b) de [ ((a,b) # (0,0)) tiene coordenadas homogéneas (a : b)
respecto de Z.

Como en el caso de un sistema de referencia cartesiano, que nos permite dar un isomorfismo
afin entre un espacio afin cualquiera de dimensién n y el espacio afin estdandar A} (véase
la proposicién 4.2), o en el caso de un sistema de referencia cartesiano rectangular, que
nos permite dar una isometria entre un espacio afin euclideo cualquiera de dimensién n y
el espacio afin euclideo estandar A% (véase la proposicién 6.2), un sistema de referencia
proyectivo nos permite (aunque, como en los dos casos que acabamos de mencionar, de
forma no candnica) dar una proyectividad entre un espacio proyectivo P(V') cualquiera
de dimensién n y el espacio proyectivo estandar P} (esto justifica que la mayoria de
nuestros ejemplos y ejercicios sean en P}). Lo enunciamos en la siguiente proposicion,
cuya demostracion dejamos como ejercicio:

Proposicién 8.32. Sea P(V') un espacio proyectivo de dimensién n sobre un cuerpo k y
sea # una referencia proyectiva de P(V'). Entonces la aplicacion g4 : P(V) — P} que
asocia a cada punto p de P(V) sus coordenadas (xg : -+ : x,) con respecto a % es una
proyectividad.

Igual que los isomorfismos afines, que se caracterizan por como actian sobre las referencias
cartesianas (véase la proposicién 4.11), y las isometrias, que se caracterizan por cémo
actian sobre las referencias cartesianas rectangulares, las proyectividades se caracterizan
por cémo actiian sobre las referencias proyectivas:

Proposicién 8.33. Sean P(V') y P(V’) dos espacios vectoriales de dimension n sobre un
cuerpo k y sea f la aplicacion proyectiva de P(V') a P(V'). Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:
(a) La aplicacion f es una proyectividad.
(b) La aplicacion f transforma cualquier referencia proyectiva Z = {po, - - ., Pn; Pn+1}
de P(V') en una referencia proyectiva Z' = {f(po),- -, f(pn); [(Pns1)} de P(V").
(¢) La aplicacion f transforma una referencia proyectiva Z# = {po,...,Pn;Pns1} de
P(V') en una referencia proyectiva ' = {f(po), .-, f(on); f(Pns1)} de P(V").
Demostracion. Sea ¢ una aplicacion lineal de V' a V' tal que f es la aplicacién proyectiva
inducida por ¢. Vemos (a) implica (b), (b) implica (c) y (c) implica (a).

(a) implica (b): Como f es una proyectividad, ¢ es un isomorfismo por la proposicién 8.14.
Sea R = {ua 2.V 1ma_hase asaciada a @ Entonces A(R) — LAl Al Nl o 1ina
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(b) implica (c): trivial.

(c) implica (a): Dada una referencia proyectiva Z = {po,...,Pn;Pni1} de P(V) y una
base asociada suya B = {vg, ..., v,}, supongamos que {f(po), ..., f(pn); f(Pns1)} €s una
referencia proyectiva de P(V’). En ese caso la proposicion 8.24 y (8.33.1) implican que ¢(B)
es una base de V’. Por tanto ¢ es un isomorfismo entre V' y V' y, por la proposicién 8.14,
f es una proyectividad. O

Igual que en el caso lineal o en el caso afin, las proyectividades son muy rigidas ya que,
como veremos a continuacién, una proyectividad viene determinada por la imagen de una
referencia proyectiva:

Teorema 8.34. Sean P(V) y P(V") dos espacios proyectivos de dimension n y sean X =
{po, - PniPur } ¥y £ = {ph, ... D Py} referencias proyectivas de P(V) y de P(V')
respectivamente. FEziste una unica proyectividad f : P(V) — P(V') tal que f(p;) = p,
para todo i =0,...,n+ 1.

Demostracion. Existencia: Sean B y B’ bases asociadas a Z y a #' respectivamente y sea
¢ la tinica aplicacién lineal de V' a V’ tal que ¢(B) = B’. Como ¢ transforma una base de
V en una base de V', ¢ es un isomorfismo. Consideramos entonces la aplicacién proyectiva
f inducida por ¢, que serda una proyectividad por la proposicién 8.14.

Unicidad: Sean f; y fo dos proyectividades entre P(V) y P(V’) tales que fi(p;) = pi
y fao(p;) = pl, para todo i = 0,...,n + 1, y supongamos que f; y fo vienen inducidas
por las aplicaciones lineales ¢; y ¢2 de V a V', que son de hecho isomorfimos por la
proposicién 8.14. Sea B una base asociada a #Z. De la demostracién de la proposicion 8.33
se deduce que ¢1(B) y ¢2(B) son bases asociadas a Z’, por lo que, por la proposicién 8.24,
los vectores de ¢2(B) se obtienen de los de ¢;(B) multiplicando estos ultimos por un escalar
no nulo A. De esto se deduce que ¢ = A¢;. Entonces la proposicién 8.7 implica que ¢ y
¢o inducen la misma aplicacién proyectiva, por lo que f; = fs. O

Matriz de una aplicacién proyectiva

Como las aplicaciones proyectivas vienen inducidas por aplicaciones lineales y estas pueden
expresarse en forma de matriz, es logico pensar que también las aplicaciones proyectivas
se podran expresar por medio de una matriz.

Definicién 8.35. (matriz de una aplicacion proyectiva). Sean P(V') y P(V') dos espacios
proyectivos de dimensiones n y m respectivamente, sea f : P(V) --» P(V’) una aplicacién
proyectiva entre ellos, inducida por una aplicacién lineal f : V — V'. Sean #Z y %’
referencias proyectivas de P(V') y de P(V') y sean B y B’ bases asociadas a Z y a %'
respectivamente. Entonces decimos que la matriz M e (¢) de ¢ respecto de B'y B’ es una
matriz de f respecto de Z y #’'.

Observacion 8.36. Aunque fijemos Z y %', no existe una tnica matriz de f respecto
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